Introduction
Integro-differential equationequations appeared very naturally in various application (see applications (for example, see [9, 10, 17, 18, 25]) that]), which explains the interest in the theory ofrelated to these equations (see for example, see [2, 3]) such systems are found in models for many mechanical systems.
Consider the non-linear system of integro-differential equationequations:

Where
 is n-dimensional vector
are constant matrices
 is a symmetric positive-definite matricesmatrix
Let's us define the matrices  and  as 


 Where  are symmetric and  are skew symmetric matrices. We will use a terminology commoncommonly found in mechanics, describing a classification of  to classify the forces acting in the system:
(a) Potential force - 
(b) Dissipative force - 
(c) Gyroscopic force - 
(d) Bounded damping forces –- 
(e) Non-linear force - 
Under a lack ofIf the non-linear force is absent, the stability and oscillation of the system (1) are well studies. Thestudied. Lyapunov's direct Lyapunov method has been usefullysuccessfully employed for investigation to investigate the stability of ODE system,systems when the linear approximation is non-critical.
Насчет нелинейных сил  есть следующий результат
As for the non-linear force , we have the following result:
Theorem
	Let the system

Where
 
 are vector-polynomials of degree in .
Be non-resonant, i.e. For any integer-valued vector 
.
The zero solution of (0.1a) is Birkhoff stable (stable in any finite nonlinear approximation)
If only potential and non-linear forces present in (1) it is reducible to 

Where
 
 

The spectrum of linear approximation has n couplepairs of pure imaginary eigenvalues. Такая система существенно используется в теории нелинейных колебаний и в ней реализуется критический случай устойчивостиSuch a system is used substantially in the theory of nonlinear oscillations, and it achieves critical stability. 
In this paper we want to investigate the stability of an integro-differential system with non-linear force  когда весь спектр или его часть линейного приближения находиться на мнимой оси when the entire spectrum or part of its linear approximation is on the imaginary axis.
First, we need to reduce the integro-differential system to the corresponding ODE system of ODE. Это можно найти в первой части работы.. This can be found in the first part of this article. The idea of a reductionreducing to a system of ordinary differential equations in the study ofwhen studying stability was presented in [5]. Во второй части статьи будет представлен метод и даны определенья относящие к методу приведения нелинейных систем как можно болею простому виду этот способ будем называть нормализацией, а вид системы после этого способа как систему, приведенную к нормальной форме или просто н.ф.In the second part of the article, we will present the method and give definitions related to the method for reducing nonlinear systems to the simplest form. This method will be called normalization. After this method has been applied to a system, the system will be said to be a system reduced to normal form or simply "n.f."
В 3 части статьи будет найдено условие стабильности/не стабильности нулевого решения для системы, приведенной к нормальной форме.
После этого в 4 части этой работы будет показано как можно использовать интегральную добавку как управлением стабильности, это значит, что если решение нелинейный осциллятор нестабильное, то возможен выбор коэффициентов у интегральной добавки которое позволит сделать решение стабильным или наоборот.
In part 3 of the article, we will find the stability/instability condition for the zero solution of a system reduced to normal form.
Then, in part 4, we will show how the integral addend can be used as a way to control stability, which means that if the nonlinear oscillator has an unstable solution, then it is possible to choose coefficients for the integral addend that will make the solution stable or vice versa.
Part 1 - Reduction method
Идея и развитие метода сведения дляThe idea and development of the reduction method for the intergo-differential equation была описана в работахwere described in works by Domoshnitsky, and Goltser [5, 6]. 
We will present how it will be possible reducea system of integro-differential equations can be reduced to a system of ODEODEs.
Let us consider athe system of integro-differential equation:

Let us assume that
  
Then the system (1.1) can be written in the form 

If the kernel  is a square-integrable function, then in a Hilbert space  it can be representrepresented in the form:

Where
 are  matrices continuous on  besides. Additionally, we assume that  are reversibleinvertible matrices.we We can write  in the following form

And we will assume that

Let denote
We will write

 Where  in the form (1.4)
Let us introduce a new variable

Where
, 
Тогда системуThen the system (6) можно привести к системеcan be reduced to the ODE system


Where
               	
Ставиться вопрос при каких условиях можно получит матрицу  с постоянными коэффициентами, найдем достаточные и необходимые условия для того чтобы матрицу можно было привести к матрице с постоянными коэффициентами.
ПустьThe question is, under what conditions it is possible to obtain a matrix  with constant coefficients? We will find the conditions that are sufficient and necessary to transform the matrix  to a matrix with constant coefficients.
Let  – Ф.С.Р. и допусти что можно записатьbe the fundamental system of solutions and let us assum we can write  в следующем видеin the following form 

Where
 – Ляпунова матрицаLyapunov matrix
 – постоянная матрицаconstant matrix
ПодставимWe substitute (1.5) в системуinto the system

 и получимand get





Теорема
	Система уравненийTheorem
	The system of equations 

Приводима к системе с постоянными коэффициентамиcan be reduced to a system with constant coefficients 


если
if

Это условие является необходимое и достаточное если воспользоваться результатам Еругина о приводимых систем.
Теорема[Еругина]
Линейная дифференциальная система
This condition is necessary and sufficient if we use Erugin's results on reducible systems.
[Erugin's] Theorem
The linear differential system

Приводима тогда и только тогда когда некоторая ее фундаментальная матрица  может быть представлена в виде матрицы Ляпунова , умноженной на экспоненциал произведения независимой переменной  на постоянную матрицу т.е.
is reducible if and only if some fundamental matrix  can be represented in the form of a Lyapunov matrix  multiplied by the exponential of the product of the independent variable  and the constant matrix , i.e.

Рассмотрим теперь несколько случаев 
(аNow let us consider a few cases: 
(a)  is a Cauchy, тогда обозначим function, so we write

so
thus  is Cauchy function offunctional equation:

Так какBecause  функция Коши она обладать следующими свойствамиis a Cauchy function, it has the following properties

Где
Where
 является порядком линейного дифференциального оператора is the order of the linear differential operator  который зависит от структуры , which depends on the structure of .
Thus, from system (1.1) We), we derived the following 2n dimension-dimensional system of ODEODEs:

What to do if  is not a Cauchy function. Для этого рассмотрим следующий случай? For this, let's consider the following case
(б(b) As we know Leontyeffrom Leontief [], a rather broad class of functions allows an expansioncan be expanded in the form of a generalized Dirichlet'sgeneral Dirichlet series. Let the functions  have the following representation:

𝑤e examine the Let us consider systems whowhose kernel is the difference.
Assume that  is an analytical function and can be written in the formas

Then  can be developedexpanded to a series (1.6) of the exponents (see, Leontieff Leontief)

From (1.6) can be learned), we learn
(i) There is an option forthe possibility of a countable system of ODEs.
(ii) Each exponent is a Cauchy function of some ODE.
(iii) ThereThe equations are different depend, depending on whether  is real or complex.
Есть и другая возможность это разложить  в ряд Фурье например следующего вида
There is another way to decompose : for example, as a Fourier series of the following form

Можно заменить
We can substitute

И получит нужное разложение.
(в) Periodic and obtain the desired decomposition.
(c) The periodic case.
AssumeLet us assume that  is an  -a periodic matrix. with period . From the equation

Using Floquet'sFloquet theory, we come to the conclusionconclude that in this case the kernel  contains the matrix

Where  ishas period  - periodic with respect to .
Тогда используя теорему Флоке как частый случай теоремы о приводимости системы может быт приведённая к системе с постоянным коэффициентам.

в этой работе мы хотим использовать ядро, которое имеет периодическое представление.
Then, using Floquet's theorem as a special case of the theorem on the system's reducibility, the matrix can be reduced to a system with constant coefficients.

In this work, we want to use a kernel that has a periodic representation.
Example
В качестве первого примера рассмотрим применение метода редукции к изучению нелинейной осциллятора с нелинейной силой представленной в виде интеграла.As a first example, let us consider the application of the reduction method to an analysis of a non-linear oscillator with a non-linear force represented as an integral. 
Let's consider system (1)), where  ,,  ,, 
So athe system will be lookslook like this

 И нетрудно видеть, что Оператор  имеет вид
 And it is easy to see that the operator  has the form

 и порядок оператора 2.
 and is a second-order operator.
After usingapplying the reduction method, the system looks this


Part 2 - Normal Form
Представим вкратце идею о приведение системы к нормальной форме, для этого воспользуемся терминологий которую можно найти у Бибикова
Let us briefly present the idea of reducing the system to normal form. For this, we will use terminology that can be found in Bibikov
 Consider two formal systemsystems of ordinary differential equations

And
and

Where
	 are formal power series
Definition
We say that systems (2.1) and (2.2) are formally equivalent if there existexists a change of variables 

Where
is a formal power series, which reduces (2.1) to (2.2)
Let  be thea vector whose co-coordinates are eigenvalues of matrix .
Theorem
	If 
 
	Then system (2.1) is formally equivalent to any system (2.2) and  in (2.3) is uniquely determined.defined in (2.3).
We seek the simplest form of such a system, it. It is convenient to assume that  is ain Jordan canonical matrixform. This can be achieved by means ofthrough linear–singular changes of variables.
	SoAccordingly, we consider athe system:

Definition
	ConsideringWhen considering system (2.5)), we say that coefficients of any power series corresponding to a pair  satisfyingthat satisfies

Areare resonant and the corresponding term is called a resonant term. On the other hand, IfBut if

Hold,is true, then we say that the coefficient and corresponding term are non-resonant. equationEquation (2.6) is called a resonance equation.
Definition
	System (2.5) whereWhen all non-resonant term isterms are equal to zero, the system (2.5) is called asaid to be in normal form (NF).
Как пример нахождения нормальной формы рассмотрим систему нелинейных осцилляторов где, например, первый осциллятор возмущен с помощью силы представленного с помощью интеграла:

Используя метод сведения, описанного выше получаем следующую систему уравнений
As an example of finding the normal form, consider a system of nonlinear oscillators where, for example, the first oscillator is perturbed by a force represented by the integral:

Using the reduction method described above, we obtain the following system of equations

Сделаем следующую замену 
Let's make the following replacement 








Тогда систему (2.8) в матричном виде можно будет записать в следующем виде:
Then system (2.8) can be written in matrix form as follows:

Где
Where
 
  	
Сделаем замену переменныхLet's perform the change of variables  так чтобы привести матрицу to bring matrix к диагональному виду, to diagonal form

Подставим эту замену вWe substitute this change into (2.9) и получимand obtain

Умножим слева последние уравнение наWe multiply the last equation on the left by  и получимand get

После введения новых обозначений получим
After introducing the new notation, we obtain

где
where
 
  новая нелинейностьis a new non-linearity 
Сделаем подстановкуWe make the substitution 

И после подстановки хотим получить
After the substitution, we want to get

ПодставимSubstituting (2.11) вinto (2.10) и получаем), we obtain

Используем выражениеWe use the expression (2.12)

После упрощения последнего выражения, получаем
After simplifying the last expression, we get

Где
Where
 
получается после подстановки ряда в ряд. Уравнениеis obtained after substituting a series into a series. Equation (2.13) называетсяis called a homological equation.
Сейчас нужно исследовать когда уравнениеNow we need to investigate when equation (2.13 ) имеет решение для) has a solution for .
Рассмотрим  уравнение и уравнение для нахождения коэффициентов у членов формы  порядка
Let us consider the  equation and the equation for finding the coefficients of the terms of the -th-order form


И получаем
And we get


Последние условие поможет нам найти все резонансные значения вектора .результат который мы получили можно сформулировать в следующее теорему.
Теорема
	Система уравнений The last condition will help us find all the resonance values of vector . Our result here can be expressed in the following theorem.
Theorem
	The system of equations 

С помощью подстановки
Using the substitution

Приводиться к виду
leads to this form

ГдеWhere 
   - имеет только резонансные члены, которые можно найти по формулеhas only resonant terms that can be found using the formula


Example –of normal form
Воспользуемся условие (2.8) в системе с двумя парами мнимых собственных значений для того чтобы найти резонансные члены, которые останутся после метода нормализацииWe use condition (2.8) in a system with two pairs of imaginary eigenvalues in order to find the resonance terms that remain after the normalization method 
 



Тогда первые нелинейный член будетThen the first nonlinear term will be  иand 
 



Тогда первые нелинейный член будетThen the first nonlinear term will be  иand 

Как мы видели выше, члены второго порядка при условии отсутствия внутреннего резонанса не влияют на структуру нормальной формы то можно выбрать их равными нулю. Тогда нелинейности можно выбрать следующем образом
As we saw above, if there is no internal resonance, then the second-order terms do not affect the structure of the normal form, so we can choose them to be equal to zero. Then the nonlinearities can be chosen as follows


Let's start the normalization after reductionreducing the integro-differential equation to a system of ODE, soODEs. So we'll consider the nextfollowing system equationof equations

Произведем замену переменныхWe make the change of variables (2.15)

И получим следующую систему ODE
And we get the following ODE system

Последнею систему можно записать в следующем виде
The last system can be written as follows


В более короткой записи последнею систему можно записать так
Using more concise notation, the last system can be written as follows

Собственные значения матрицы будут
The eigenvalues of matrix  will be


After linear transform oftransforming the linear part of the system (2.16) to diagonal form using linear transform ,  ,, where the transform matrix  and its inverse transfoemtransform  have the form are:




Подставим эту замену вWe substitute this change into (2.16) и получимand obtain

Умножим слева последние уравнение наWe multiply the last equation on the left by  и получимand get

После видения новых обозначений получим
After introducing the new notation, we obtain

где
where
 
 новая нелинейность, полученная после подстановки ряда в рядis a new nonlinearity obtained after substituting a series into a series
Сделаем подстановку близкую к тождественной
Let's make a substitution that is close to the identity

И после подстановки хотим получить
After the substitution, we want to get

Коэффициенты, которые нужно найти в нормальной форме будут:
The coefficients, which need to be found in normal form, will be:


Мы выпишем только конечный результат для коэффициентов нормальной формы
We will write out only the final result for the coefficients of the normal form





Нормальная форма до 3 порядка имеет следующею структуру
The normal form up to the third order has the following structure

Теорема
	Следующая система уравнений
Theorem
	After normalization, the following system of equations 

Приводима после нормализации к виду
 is reducible to


а коэффициенты нормальной формы найдены в равенстве (2.17)

Part 3 - Исследование на устойчивость нулевого решение уравнения ( )
Система (2.18) рассматривалась в работах Ляпунова, Малкина, Веретенников, Молчанов, Гольцера. Мы используем часть результатов, полученных в этих работах что бы изучить устойчивость нулевого решения этой системы.
Рассмотрим следующую систему
and the coefficients of the normal form are found in the equality (2.17)

Part 3 - Analysis of the stability of the zero solution of the equation ( )
The system (2.18) was considered in works by Lyapunov, Malkin, Veretennikov, Molchanov, and Goltser. We use some of the results obtained in these works to analyze the stability of the zero solution of this system.
Let us consider the following system


Сделаем подстановку
We make the substitution


И получим
And get




Приравняем действительные и мнимые части получаем
Equating the real and imaginary parts, we get

[bookmark: _GoBack]



Или можно записать так
Alternatively, we can write




Ответ на устойчивость решения последней системы может дать следующая теорема
The following theorem can provide an answer regarding the stability of the solution to the latter system
Theorem [Goltser]
(a) ForTo achieve the asymptotic stability of the solution  solution of the system

	Regardlessregardless of the membersterms  ,, it is necessary and sufficient thatfor , and besides one the following two conditions shouldto be fulfilledsatisfied :



(b) If the  solution  for the system ( ) is asymptotically stable, regardless of the membersterms , then for the system ( ) there existexists a Lyapunov function , , with thea sign-definite derivative, by virtue because of the system ( ).	Comment by Author: Empty parentheses?
 Используя последнею теорему к нашему примеру получаем
 Applying the last theorem to our example, we obtain


Или
Or



Для того чтобы нулевое решение было а.у. должны выполняться следующие условия
For the zero solution to be A-stable, the following conditions must be met

или
or

Анализируя условия ( ) получаем
Analyzing the conditions (), we obtain


Теорема
	Для того чтобы нулевое решение системы
Theorem
	For the zero solution of the system

Было а.у. должно выполняться следующие неравенства
to be A-stable, the following inequalities must hold



замечание
Последние неравенство дает условие на коэффициент так чтобы решение уравнение с интегральной добавкой было устойчивым, но это означает что  а при таком условие решение уравнения без  интегральной добавки будет устойчивым

Part 4 - использование интегральной добавки как управление стабильности нелинейного осциллятора.
Пусть дано следующие уравнение
Comment
The last inequality gives the condition for the coefficient  so that the solution to the equation with an integral addend is stable, but this means that  and if this is true, the solution of the equation without the integral addend will be stable

Part 4 - using integral addend as a way to control the stability of a non-linear oscillator.
Let the following equation be given

Так что и нулевое решение не устойчиво.
С помощью интегральной добавки следующего вида
such that  and the zero solution are unstable.
Using an integral addend in the following form

Хотим добиться устойчивости нулевого решения нового уравнения
we want to achieve the stability of the zero solution of the new equation

После использования принципа сведения получаем следующею систему уравнений

Сделаем замену координат и получим следующие систему равнений
After using the reduction principle, we obtain the following system of equations

Let's make a change of coordinates and get the following system of equations


Структура нормальной формы будет той же самой, и мы как раньше выпишем только конечные коэффициенты нормальной формы.
The structure of the normal form will be the same, and as before, we will write out only the resulting coefficients of the normal form.


Где
Where





Сделаем замену координат и получим следующею систему
We make a change of coordinates and get the following system


Используя теорему () нужно проверить следующие неравенства
Using the theorem (), we need to verify the following inequalities



Для удобства введем новое обозначение
For convenience, we introduce new notation

Тогда мы получаем
Then we get



Последние неравенство можно заменить следующем неравенством
The last inequality can be replaced by the following inequality

В каждом неравенстве найдем выражение дляIn each inequality, we find an expression for 



Допустим, что
Let us assume that

Тогда можно записать
Then we can write

Или
Or





Следовательно если выбратьTherefore, if we choose  такое чтобы выполняет последние неравенство ( ) то и тогда можно выбратьsuch that the last inequality () holds, then we can choose  так чтобы неравенство ( ) также  удовлетворялосьso that inequality () is also satisfied.
Теорема
	Нулевое решение уравнения  
Theorem
	The zero solution to the equation  

Будет а.у. если будут выполняться следующие условия
will be A-stable if the following conditions are met
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