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תקציר
המספרים המרוכבים הוא אחד הנושאים המרכזיים הדרושים בתוכנית הלימודים למתמטיקה בבית ספר תיכון ברמה הגבוהה. בדרך כלל מלמדים את הנושא בכיתה י"ב לתלמידים  מצטיינים במתמטיקה.  אומנם תהליך הוראת הנושא מתבסס יותר על תרגול חוזר ופתרון בעיות, כלומר יותר דגש על ידע פרוצדוראלי ופחות על ידע תפיסתי, כמו רוב הנושאים במתמטיקה הנלמדים בבתי ספר. אנו מאמינים שיש חשיבות רבה לדרך בה מועבר הנושא, במאמר הנוכחי, אנו נציע שתי דרכים להוראת הנושא, הדרך הראשונה הינה הסטנדרטית והנפוצה  המתמקדת בתרגול חוזר בהעשרת מיומנויות בפתרון תרגילים. בעוד הדרך השנייה מתבססת על תפיסת המחברים להוראה ולמידה משמעותית ומתמקדת בהצגת הנושא דרך קישורים לייצוגים שונים במטרה להעשיר את הקשרים בין הנושא הנלמד ובין הידע הקיים ובכך נתרום לדרגת הבנה יותר גבוה.

הקדמה
נושא המספרים המרוכבים נושא מרכזי בתוכנית הלמידים המיועדת לתלמידים מצטיינים במתמטיקה בבתי ספר תיכון. יחד עם החשיבות הנושא נלמד דרך תרגול חוזר, והחשיבות מודגשת כרוב נושאי המתמטיקה הנה ליישום ומיומנויות פתרון בעיות שגרתיות(Cuoco, 2001) . התמקדות התלמידים בפתרון בעיות  עלולה  לחזק רק את הידע הפרוצדוראלי ופחות הידע התפיסתי כמו מושגים רבים הנלמידים במסגרת בית הספר (Schoenfeld, 1987).  הצגת המספרים המרוכביםניתנת דרך גיאומטרית ודרך אלגברית הממצאים מעידים שהתלמידים שהשתמשו בדרך הגיאומטרית הייתה הבנתם לא שלמה  בעוד התלמידים שהשתמשו בדרך האלגברי התקשו בפתרון בעיות במספרים מרוכבים(Panaoura, Elia, Gagatsis,  & Giatilis, 2006). מחקרים מראים שלתלמידים יש קשיים בהבנת מושג המספרים המרוכבים, באופן מיוחד במשימות זיהוי המספר המרוכב  תוצאות מבדיקת הזיהוי מראות שתלמידים מתקשים להבחין בין המאפיינים הבסיסיים של מספרים מרוכבים, כלומר שכל מספר הוא מספר מרוכב Nordlander, 2012) & (Nordlander. לכן, בהוראת ובלמידת  המספרים המרוכבים צריך להדגיש את ” realize the need to expand the set of real numbers;  adopt the notions for complex numbers; conjugate complex number, modulus of a complex number and operations with complex numbers; adopt the geometric interpretation of complex numbers; adopt the notions complex plain and Riemann sphere; solve equations in the set of complex numbers, and  adopt the metric and topology properties of set of complex numbers, which enables students to prepare for the study of complex analysis”  (Anevska,  Gogovska,  & Malcheski, 2015 . p 2574).

במאמר זה אנו מציגים שתי שיטות השיטה הסטנדרטית כפי שמשתקפת בשיח התלמידים  והגישה  המשתמשת בייצוגים שונים. 

גישה מסורתית בהוראת המספרים מרוכבים:
הגישה המסורתית  מדגישה ידע פרוצדוראלי ולא מתייחסת לייצוגים השונים של המספר. אנו נציג את הגישה דרך שיח  מתמטי בין שני תלמידים בנושא המספרים המרוכבים (מ) תלמיד  שלא למד את המספרים המרוכבים  ונכלל בתוכנית המיועדת לתלמידים בינוניים במתמטיקה ותלמיד (ע) שלמד את המספרים המרוכבים ונכלל בתוכנית לתלמידים מצטיינים במתמטיקה.
שיחה  בעקבות הוראה מסורתית המדגישה ידע פרוצדוראלי
   מ: ספר לי על מה שלמדתם בתוכנית המיוחדת. 
ע: למדנו על המספרים המרוכבים, ידענו את המספר i שהוא שווה ל- [image: ]. 

מ: אבל      אינו קיים ! אינו מספר בכלל. 
ע: נכון. אמרו לנו כי הוא מספר דמיוני. 
מ: כלומר הוא לא הגיוני, אז אינו מספר. 
ע: הוא פתרון של המשוואה x2+1=0.
מ: אבל  x2+1חיובי לכל x . לכן אין פתרון למשוואה.
ע: נניח שהוא קיים ונסמן אותו i, והוא אינו ממשי.
מ: כנראה שאתם לומדים דברים לא הגיוניים, הם דמיוניים. שמעתי כי כך המתמטיקה הגבוהה.
ע: אינך יודע כי רוב הגילויים שאנו נהנים מתוצאותיהם היו מחשבות דמיוניות המתרחשות בשכלי אנשים חכמים, ולא נתקבלו על דעתם של האנשים שעברו, והנה הם עובדות קיימות בימינו. 
מ: נכון, אבל אתם חולמים על סתם מספר, שאינו מספר. 
ע: תגיד לי אתה, מהו מספר ממשי? 
מ: הוא נקודה על ציר המספרים. הוא בוודאי דבר מוחשי.
ע: אבל גם נקודה היא דבר דמיוני. דבר שאין לו אורך, רוחב וגובה. איך השתכנעת בזה!
מ: למדנו את זה והשתמשנו במספרים הממשיים כל הזמן ואני מבין את זה. 
ע: גם אנו למדנו את i והבנו אותו, ולמדתי את המספרים המרוכבים והוא נושא קל ויפה. המורה אמר לנו כי רוב הנושאים במתמטיקה הגבוהה חוקרים בדברים דמיוניים".
 השיחה מעידה  שחומר הלימוד נכפה על התלמידים. נכפה עליהם ללמוד על דברים דמיוניים. בדרך כלל אין תגובה מצד התלמידים כל עוד הם מסתדרים בביצוע הוראות החישוב. אין תגובה בגלל שהם התרגלו לדרך לימוד זו.

גיששה רבת ייצוגים להוראת המספרים המרוכבים: 
בדרך זו אנו נציג את המספרים המרוכבים בדרך המדגישה עושר הקשרים, הדבר התורם לידע תפיסתי והבנה משמעותית במושג הנלמד (Hiebert & Lefevre, 1986). בדרך זו אנו נציג את הנושא תוך הדגש על מעבר הייצוגים השונים של המספר המרוכב  בין רגיסטרים סמיוטיים שונים  .(Duval, 1999 






המורה הדגיש לתלמידיו כי , ולא  וכי  ולא  וכי לכל a>0 ,  הוא המספר החיובי אשר הריבוע שלו שווה a. כלומר הוא השורש החיובי של המשוואה . בגלל הטעויות שעשו תלמידיו בקש מאחד מהם שיתלה על הקיר: 

אם a<0 אז  אינו מוגדר. 


אם a>0 אזי  הוא השורש החיובי של המשוואה 

הוא הדגיש כי  היא פונקציה אשר התחום שלה הוא x  0 . לכל מספר אי שלילי צריכה להיות תמונה אחת ויחידה והיא אי שלילית. 
באותו שיעור שהעיר המורה את הערתו הוא התחיל ללמד את נושא המספרים המרוכבים. הוא התחיל לספר להם על תולדות המספרים. להלן תמצית דבריו לגבי תולדות המספרים: האדם ידע במשך דורות רבים את המספרים הטבעיים חקר אותם לעומק. המתמטיקאים האמינו כי מספרים נולדים עם האדם, ולכן הם קראו להם "המספרים הטבעיים".




הוגדרו המספרים השלמים כדי שיהיה פתרון לכל משוואה מהצורה (לכל  xטבעי). הוגדרו המספרים הרציונליים, כדי שיהיה פתרון לכל משוואה מהצורה , לכל b, a  0, שלמים. המספרים הממשיים הוגדרו לאחר שגילו כי  אי רציונלי וכדי שיהיה פתרון לכל משוואה מהצורה  לכל a>0 . 

המורה: האם יש פתרון למשוואה ? 
התלמידים עונים: אין למשוואה פתרון. והם מנמקים את תשובתם בצורה יפה. 




המורה: עכשיו נרחיב את עולם המספרים כדי שיהיה פתרון למשוואה .משוואה זו שקולה למשוואה  . נסמן את המספר אשר ריבועו 1- ב- . כלומר . תלמידים  התחילו להתווכח אתו. 
תלמיד: איך אתה אומר "המספר" ! הרי הוא אינו קיים. 

המורה: הוא מספר דמיוני, אינו ממשי, ומקיים . 
תלמיד: בהנחה שיש פתרון אז גם הנגדי הוא פתרון.

המורה (שמח!): נכון, לאחד מהם נקרא i . כלומר . 
תלמיד: אהההה.... הבנתי. כלומר i הוא השורש החיובי של 1-. 
המורה: לא, i אינו חיובי. 


תלמיד: לכן הוא שלילי. אז  חיובי. אז למה לא נסמן את  ב- i ? 
המורה: i אינו חיובי ואינו שלילי, אינו מספר ממשי. 

תלמיד: איזה מהם נסמן i ל    או לנגדי שלו?
המורה(מתרגז): לאחד מהם. נגדיר עכשיו את המספרים המרוכבים.......................... 

המספרים המרוכבים: 

אני בעד ללמד את הנושא לאחר שהתלמידים ידעו את הווקטורים במישור  . אנו יודעים על וקטור (a,b) כי הוא החץ המכוון המתחיל בנקודה (0, 0) ומסתיים בנקודה (a,b)  (להבדיל בין הווקטור (a,b) והנקודה (a,b), (דומה למספר 5+ והנקודה 5+). במאמר זה  אני מציע ללמד את הנושא לפי השלבים הבאים:

א. ההגדרה:  הווקטור (a,b) שווה לסכום שני הווקטורים (a, 0) ו- (0,b). כלומר:  (a,b) = (a,0) + (0,b). הווקטור (a,0)  הוא הווקטור על הציר האופקי שמתחיל בנקודה O על הציר האופקי בכוון הנקודה a  על הציר האופקי ומסתיים בה. נוכל להחליף את (a,0)  ב- a לשם פשטות. אפשר גם להסביר את זה בדרך אחרת באופן הבא: הווקטור (0 ,5) שווה לווקטור (0 ,1)5. אם נסמן (0 ,1) בחץ. אז

  (5, 0)=5, לשם פשטות נרשום את זה 5+. כלומר (5, 0) = +5.
 ואילו את הווקטור  (-5, 0)  ניתן לרשום: (-5, 0) = 5(-1, 0) . 


נסמן את הווקטור (0 ,1-)   ב- . ולכן:  (-5, 0)=5 . לשם פשטות נסמן את זה ב- 5- כלומר 5- =(-5, 0). באופן כללי יותר, נחליף (a,0) ב- a. 




ננסה עכשיו להחליף את הסימון (0,b) בסימון אחר. לדוגמא הווקטור (5, 0) , הוא שווה ל 5(0, 1). הווקטור (0, 1) הוא הווקטור על הציר האנכי המתחיל ב- O ומסתיים בנקודה (1 , 0). נסמן אותו ב- . לכן . לא נוכל להחליפו ב- 5+ כי כבר אנו יודעים מה המשמעות של 5+. נחליף  ב- i לשם פשטות.(הרי i דומה ל-  ).לכן נוכל להחליף "הווקטור (5 ,0)" ב- 5i (שים לב כי לא צריך להגיד הווקטור 5i) . 
מהו i ? הוא הווקטור (1 , 0) . מאחר ואנו רגילים לקרוא לווקטורים הנמצאים על הציר האופקי "מספרים ממשיים" אז נקרא לווקטורים הנמצאים על הציר האנכי "מספרים מדומים".  זה פשוט ניגוד מילים.
כך אנו יכולים לכתוב:





מותר לנו עכשיו להחליף את הביטוי "הווקטור (a, b)" ב- . (בלי להגיד הווקטור. שים לב כי (a,b) אין לה משמעות אם לא אומרים וקטור או נקודה. כי ל (a,b) יש שתי משמעויות). 


המספר  מרוכב משני חלקים: a הוא החלק הממשי (הרכיב האופקי) ו-  הוא החלק המדומה (הרכיב האנכי). נקרא מספר מרוכב. 

מספר מרוכב הוא וקטור ב- 


כל מספר ממשי a נוכל לרשום בצורה  . לכן כל מספר ממשי הוא מספר מרוכב (אשר חלקו המדומה שווה 0). לכן קבוצת המספרים הממשיים היא תת קבוצה של קבוצת המספרים המרוכבים. 
(לגבי הסיפור על הרחבת עולם המספרים, תחת שליטה של פעולות חשבוניות וקיום חוקים אלגבריים מסוימים, אפשר להמשיך את הסיפור כך: 
הרחבת עולם המספרים מהטבעיים אל השלמים אל הרציונליים אל הממשיים תמה בעזרת ציר המספרים. המספרים הממשיים מכסים את כל הישר שהוא ציר המספרים. עכשיו רוצים להרחיב עוד את עולם המספרים. אז נעבור אל המישור, ואז נקבל את עולם המספרים המרוכבים. אם רוצים עוד להרחיב אז נעבור אל המרחב התלת ממדי, ואז נקבל עולם מסובך יותר של מספרים). 

ב. הערך המוחלט: 

הערך המוחלט של מספר ממשי הוא מספר יחידות האורך שלו. באופן דומה נגדיר ערך מוחלט של מספר מרוכב. הערך המוחלט של , נסמנו │ a+bi│ שווה לאורך הווקטור (a ,b) , והוא שווה [image: ] . 




ג. הנגדי של מספר מרוכב: הווקטור הנגדי לווקטור (a ,b) הוא הווקטור (-a , -b), לכן הנגדי של  הוא -a -bi.זו היא המשמעות הגיאומטרית של פעולת הנגדי. 

ד. פעולת החיבור: סכום שני המספרים(a + bi)   ו- ( c + di) שווה לסכום שני הווקטורים (a, b)
 ו-  (c, d) . לכן : (a + bi) + ( c + di) = (a+c) + (b+d)i והוא אלכסון המקבילית ששניים מצלעותיה הם שני הווקטורים  (a + bi)   ו- ( c + di) ואשר מתחיל בראשית (0,0). 
רואים כי יש משמעות הנדסית לפעולת החיבור. 
נגש עכשיו להגדיר את פעולת הכפל על המספרים המרוכבים שתהיה לה גם כן 
משמעות גיאומטרית. בשביל זה אנו צריכים קודם ללמוד על ההצגה הקוטבית (הטריגונומטרית)
של מספר מרוכב.

ה. ההצגה הקוטבית של מספר מרוכב : 
יהי a>0. כאשר מסובבים את הווקטור a (a הוא מספר ממשי ולכן הוא וקטור) בזווית  נגד כוון השעון, סביב הנקודה O (הראשית). 


(c, d)
  + a

נקבל וקטור חדש, שאורכו שווה    aויוצר זווית  עם  a(או יוצר זווית  עם הכוון החיובי של ציר x, כמו שמופיע בספרי הלימוד). נקודת החיתוך של וקטור זה עם מעגל היחידה היא (cos , sin) . לכן וקטור זה שווה (cos , sin)a , כלומר הוא שווה (acos , asin) . 


להיפך כל וקטור (c, d) נוצר מסיבוב הווקטור  סביב O בזווית מסוימת  . ואז : (cos, sin) (c, d) =

לכן: 
 נקראת הארגומנט של c + di. 

הזווית  ,  היא הזווית שמקיימת את שני התנאים:


 וגם 
דוגמאות: 

1. 

2. 

3. -
רואים כי הארגומנט של כל מספר חיובי הוא  0 ואילו הארגומנט של כל מספר שלילי הוא 180  . 


לכל מספר מרוכב קיימת הצגה קוטבית (cos + sini)r . כאשר r הוא הערך המוחלט של המספר ו-  היא הארגומנט שלו (). כדי להגדיר המכפלה של שני מספרים מרוכבים נזכר במכפלה של שני מספרים ממשיים.
 1) 6= 23 . הארגומנט של כל אחד מהמספרים 2+,3+,6+ הוא 0. 
|
|
|
|
0                   2         3                                                6

2)  (-2) 3 = (-1)  (23) = -6 . מה שעשינו הוא: חשבנו את מכפלת האורכים של שני הווקטורים 2-, +3, קיבלנו . וסובבנו את הווקטור 6+ בזווית של 180 מעלות ואז קיבלנו 6-. נשים לב כי 180 מעלות הוא הארגומנט של 2- . 
|                                                   |                    |                   |                                        |
-6                                                -2                   0                  2                                       6


3) (-2)  ( -3) = (-1)  (2)  (-3)=(-1)  (-6)=+6.  מה שעשינו: הכפלנו הווקטור 3- באורך הווקטור 2- קיבלנו 6- וסובבנו בזווית 180 מעלות נגד כוון השעון, כלומר סובבנו בארגומנט של 2-. 
|                                        |          |                         |                                                |
-6                                     -3        -2                        0                                              6

נכליל את הרעיון על מספרים מרוכבים.
ו.כפל מספרים מרוכבים 

אורך הווקטור cos + sini שווה 1 כי  .

נגדיר  להיות הווקטור הנוצר ע"י סיבוב a + bi בזווית   נגד כוון השעון. 

אם נניח כי ההצגה הקוטבית של a + bi היא  




אז:  הוא הווקטור הנוצר על ידי סיבוב + r בזווית  ואחר כך בזווית  , כלומר הוא הווקטור הנוצר על ידי סיבוב r בזווית  (נגד כיוון השעון). 

כלומר: 

             

ובמיוחד: 

נניח כעת כי :  

                        

לכן נגדיר: 

כלומר מכפלתם שווה למספר המרוכב הנוצר מהכפלת אחד מהם באורך של השני  וסיבוב התוצאה בארגומנט של השני (או להיפך) הוא שווה לסיבוב בסכום שני הארגומנטים. 
כמו שיש משמעות גיאומטרית לחיבור ולערך המוחלט ולנגדי יש גם משמעות גיאומטרית לכפל. 
כמה שווה i2 ? 

ברור כי הארגומנט של i הוא  . לכן:  

 (מסובבים i בארגומנט של i נקבל 1-). 
i
-1

מאחר ו- i2 = -1  אזי i הוא אחד הפתרונות של המשוואה x2 = -1 כאשר קבוצת המטרה היא קבוצת המספרים המרוכבים. (שני הווקטורים  iו- -i הם שני הווקטורים אשר הריבוע של כל אחד מהם שווה לווקטור 1-). 

ז. חישוב המכפלה של שני מספרים מרוכבים בלי חישוב הארגומנטים 


נניח כי :   ,  


וכי:  , 


                        , 

לפי ההגדרה:     


נקבל כי:
(a+bi)(c+di) = ac –bd +(bc+ad)i

נראה עכשיו כי פתיחת סוגריים היא פעולה מותרת: 
(a+bi)(c+di) = ac+adi +bci + bdi2
                      = ac + (ad+bc)i –bd
                      =  (ac –bd) + (ad +bc)i           

קיבלנו לאחר פתיחת סוגריים אותה תוצאה, וזה מראה כי מותר לפתוח סוגריים. 

נוסחת דימואבר: 

קל להוכיח באינדוקציה כי מכפלה של n מספרים מרוכבים היא המספר המתקבל מסיבוב מכפלת אורכיהם בזווית השווה לסכום הארגומנטים שלהם. 

מקורות

Anevska, K., Gogovska, V., & Malcheski, R. (2015). The role of complex numbers in interdisciplinary integration in mathematics teaching. Procedia-Social and Behavioral Sciences, 191, 2573-2577.
Cuoco, A. (2001). Mathematics for teaching. American Mathematical Society.
Duval, R. (1999). Representation, vision and visualization: Cognitive functions in mathematical thinking. Basic issues for learning. In F. Hitt, & M. Santos (Eds.). Proceedings of the Twenty First Annual Meeting of the North American Chapter of the International Group for the Psychology of Mathematics Education (pp. 3-27). Columbus, OH: ERIC Clearinghouse for Science, Mathematics, and Environmental Education.
Hiebert, J. and Lefevre, P.: 1986, 'Conceptual and procedural knowledge in mathematics: An introductory analysis', in J. Hiebert (ed.), Conceptual and Procedural Knowledge: The Case of Mathematics, Lawrence Erlbaum Associates, Inc., New Jersey, pp. 1-27.
Nordlander, M. C., & Nordlander, E. (2012). On the concept image of complex numbers. International Journal of Mathematical Education in Science and Technology, 43(5), 627-641.
Panaoura, A., Elia, I., Gagatsis, A., & Giatilis, G. P. (2006). Geometric and algebraic approaches in the concept of complex numbers. International journal of mathematical education in science and technology, 37(6), 681-706.
Schoenfeld, A. H.: 1987, On mathematics as sense-making: An informal attack on the unfortunate divorce of formal and informal mathematics, Paper presented at the OERI/ LRDC Conference on Informal Reasoning and Education, Pittsburgh, PA.
12

image3.wmf
1

1

=


image41.wmf
α


oleObject54.bin

oleObject55.bin

image42.wmf
1

sin

cos

2

2

=

+

a

a


oleObject56.bin

image43.wmf
)

(

)

sin

(cos

bi

a

i

+

×

×

+

a

a


oleObject57.bin

image44.wmf
)

sin

(cos

i

r

×

+

b

b


oleObject58.bin

image45.wmf
)

sin

(cos

)

sin

(cos

i

r

i

×

+

×

×

×

+

b

b

a

a


oleObject2.bin

oleObject59.bin

image46.wmf
b


oleObject60.bin

image47.wmf
a


oleObject61.bin

image48.wmf
b

a

+


oleObject62.bin

image49.wmf
)

sin

(cos

)

sin

(cos

i

r

i

×

+

×

×

×

+

b

b

a

a


oleObject63.bin

image50.wmf
)

)

sin(

)

(cos(

i

r

×

+

+

+

=

b

a

b

a


image4.wmf
1

±


oleObject64.bin

image51.wmf
i

i

i

×

+

+

+

=

×

+

×

+

)

sin(

)

cos(

)

sin

)(cos

sin

(cos

b

a

b

a

b

b

a

a


oleObject65.bin

image52.wmf
)

sin

(cos

1

1

i

r

Z

×

+

=

a

a


oleObject66.bin

image53.wmf
)

sin

(cos

2

2

i

r

Z

×

+

=

b

b


oleObject67.bin

image54.wmf
)

)

sin(

)

(cos(

2

1

2

1

i

r

r

Z

Z

×

+

+

+

×

=

×

b

a

b

a


oleObject68.bin

image55.wmf
2

1

r

r

×

+


oleObject3.bin

oleObject69.bin

image56.wmf
i

i

×

+

=

o

o

90

sin

90

cos


oleObject70.bin

image57.wmf
1

180

sin

180

cos

2

-

=

×

+

=

×

=

i

i

i

i

o

o


oleObject71.bin

image58.wmf
bi

a

Z

+

=

1


oleObject72.bin

image59.wmf
di

c

Z

+

=

2


oleObject73.bin

image60.wmf
)

sin

(cos

1

1

i

r

Z

×

+

=

b

a


image5.wmf
5

25

=


oleObject74.bin

image61.wmf
)

sin

(cos

2

2

i

r

Z

×

+

=

b

a


oleObject75.bin

image62.wmf
2

2

1

b

a

r

+

=


oleObject76.bin

image63.wmf
2

2

2

d

c

r

+

=


oleObject77.bin

image64.wmf
)

)

sin(

)

(cos(

2

1

2

1

i

r

r

Z

Z

×

+

+

+

=

×

b

a

b

a


oleObject78.bin

image65.wmf
i

ad

bc

bd

ac

i

r

r

r

r

r

r

r

r

i

r

r

)

(

)

(

)

sin

cos

cos

sin

(

)

sin

sin

cos

cos

(

)

)

sin

cos

cos

(sin

sin

sin

cos

(cos

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

+

+

-

=

×

+

×

+

×

-

×

×

=

+

+

-

=

b

b

b

a

b

a

b

a

b

a

b

a

b

a

b

a


oleObject4.bin

oleObject79.bin

image66.wmf
(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

cossincossin

n

n

rirnni

aaaa

+×=+×


oleObject80.bin

image6.wmf
5

±


oleObject5.bin

image7.wmf
a


oleObject6.bin

image8.wmf
a

x

=

2


oleObject7.bin

oleObject8.bin

oleObject9.bin

oleObject10.bin

image9.wmf
x

y

=


oleObject11.bin

image10.wmf
0

=

+

a

x


oleObject12.bin

image11.wmf
0

=

+

b

ax


oleObject13.bin

image12.wmf
2


oleObject14.bin

image13.wmf
a

x

=

2


oleObject15.bin

image14.wmf
0

1

2

=

+

x


oleObject16.bin

oleObject17.bin

image15.wmf
1

2

-

=

x


oleObject18.bin

image16.wmf
i


oleObject19.bin

image17.wmf
1

-

=

i


oleObject20.bin

image18.wmf
1

2

-

=

i


oleObject21.bin

oleObject22.bin

image19.wmf
1

-

-


oleObject23.bin

oleObject24.bin

image20.wmf
1

-


oleObject25.bin

image21.wmf
2

R


oleObject26.bin

image22.wmf
®


oleObject27.bin

oleObject28.bin

image23.wmf
¬


oleObject29.bin

oleObject30.bin

image24.wmf
­


oleObject31.bin

image25.wmf
­

=

.

5

)

5

,

0

(


oleObject32.bin

oleObject33.bin

oleObject34.bin

image26.wmf
)

1

,

0

(

)

0

,

1

.(

)

,

0

(

)

0

,

(

)

,

(

b

a

b

a

b

a

+

=

+

=


oleObject35.bin

image27.wmf
bi

a

+

=


oleObject36.bin

image1.emf
1


-




1 -


image28.wmf
bi

a

+


oleObject37.bin

oleObject38.bin

image29.wmf
bi


oleObject39.bin

oleObject40.bin

image30.wmf
i

a

.

0

+


oleObject41.bin

oleObject42.bin

image31.emf
2


2


b


a


+




2 2

b a +


image2.wmf
1

-


image32.wmf
2

2

|

|

b

a

bi

a

+

=

+


oleObject43.bin

oleObject44.bin

image33.wmf
2

2

d

c

+


oleObject45.bin

oleObject46.bin

image34.wmf
i)

α

α

(

d

c

di

c

×

+

×

+

=

+

sin

cos

2

2


oleObject47.bin

image35.wmf
360

0

£

£

a


oleObject48.bin

oleObject1.bin

image36.wmf
2

2

cos

d

c

c

+

=

a


oleObject49.bin

image37.wmf
2

2

sin

d

c

d

+

=

a


oleObject50.bin

image38.wmf
)

60

sin

60

(cos

2

3

1

i

i

×

+

=

+

o

o


oleObject51.bin

image39.wmf
)

0

sin

0

(cos

5

5

i

×

+

×

=

o

o


oleObject52.bin

image40.wmf
)

180

sin

180

(cos

4

4

i

×

+

×

=

o

o


oleObject53.bin

