LERNZIELE
Die statistische Analyse und das statistische Verständnis bilden die Grundlage für datengestützte Methoden und Ansätze des maschinellen Lernens. Statistik: Inferenzstatistik gibt eine gründliche Einführung
zu Punktschätzern und erörtert verschiedene Techniken zur Schätzung und Optimierung von Parametern. Besonderes Augenmerk wird auf eine detaillierte Diskussion von statistischen und systematischen Unsicherheiten sowie der Ausbreitung von Unsicherheiten gelegt. Die Bayessche Statistik ist für datengestützte Ansätze von grundlegender Bedeutung, und dieser Kurs befasst sich eingehend mit Bayesschen Techniken wie der Bayesschen Parameterschätzung und vorherigen Wahrscheinlichkeitsfunktionen. Darüber hinaus gibt dieser Kurs einen detaillierten Überblick über statistische Tests und Entscheidungstheorie mit folgenden Schwerpunkten
Aspekte wie A/B-Tests, Hypothesentests, p-Werte und Mehrfachtests, die für statistische Analyseansätze in einem breiten Spektrum praktischer Anwendungen grundlegend sind.
Der Inhalt dieses Lehrbuchs vermittelt Ihnen ein Verständnis für Punktschätzungsmethoden,
Anwendung der Maximum-Likelihood-Methode und der Methode der gewöhnlichen kleinsten Quadrate zur Schätzung der Parameter,
das Konzept der statistischen und systematischen Fehler zu verstehen, Methoden der Fehlerfortpflanzung anzuwenden, Bayes'sche Inferenz und nicht-parametrische Techniken zu nutzen, statistische Tests zu bewerten und die Grundlagen der statistischen Entscheidungstheorie zu verstehen.
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Einheit 1
PUNKTSCHÄTZUNG

STUDIENZIELE
Nach Abschluss dieser Einheit werden Sie gelernt haben...
- wie man Parameter mit der Methode der Momente, der maximalen Wahrscheinlichkeit, der gewöhnlichen
Kleinste-Quadrate- und Re-Sampling-Techniken.
- wie man feststellt, ob eine Statistik für die Schätzung eines Parameters ausreichend ist.
- die Definitionen und Interpretationen von Wahrscheinlichkeit, Log-Likelihood und negativer Log-Likelihood
Funktionen.
- die Annahmen, die zur Ermittlung der gewöhnlichen Kleinstquadratschätzungen für
Modell-/Funktionsparameter.
- wie man die Bootstrap- und Jackknife-Techniken für Punktschätzungen verwendet.
- wie man die Unsicherheiten mit Hilfe von Bootstrap- und Jackknife-Techniken schätzt.

1. PUNKTESCHÄTZUNG
Einführung
Angenommen, wir haben eine Stichprobe von 100 Zahlen, die aus einer Exponentialverteilung stammen.
Erinnern Sie sich, dass die Exponentialverteilung durch ihren Ratenparameter λ charakterisiert ist.	Comment by Johnson, Lila: Variablen und Formeln im Text sind gelb markiert
Mit anderen Worten: Wenn wir diesen Parameter kennen, wissen wir alles, was es über
die Verteilung. Wie können wir die Stichprobe verwenden, um eine Schätzung für λ zu finden? Sobald wir die
Wie können wir die Qualität der von uns verwendeten Methode (Schätzer) bewerten? Ist mit dieser Methode eine große Unsicherheit verbunden? Können wir die Stichprobe wegwerfen, wenn wir unsere Schätzung haben, oder werden die einzelnen Datenpunkte noch weitere Informationen liefern? Diese Einheit wird uns helfen, solche Fragen zu beantworten.
Bei der statistischen Schlussfolgerung geht es darum, die in einer beobachteten Stichprobe enthaltenen Informationen zu nutzen, um
Rückschlüsse auf die Grundgesamtheit zu ziehen, aus der die Stichprobe gezogen wurde. Populationen sind
charakterisiert durch numerische Maße, die als Parameter bezeichnet werden. Das Ziel der Punktschätzung
ist es, die entsprechenden Parameter zu schätzen. Viele Ergebnisse aus der Wahrscheinlichkeitsrechnung spielen eine wichtige
eine wichtige Rolle bei den Instrumenten, die wir für die statistische Inferenz entwickeln und verwenden. Als solche werden wir überprüfen und
Sie an die relevanten Ergebnisse der Wahrscheinlichkeitsrechnung erinnern, wo dies angebracht ist.
Im ersten Abschnitt werden wir lernen, wie man die Methode der Momente verwendet, um Punktschätzungen zu finden
von Parametern von Interesse. Bei dieser Methode setzen wir den interessierenden Parameter mit dem
Momente der zugrundeliegenden Verteilung und verwenden dann die zugehörigen Stichprobenmomente, um
den Schätzer erstellen. Im nächsten Abschnitt erfahren wir, wie man herausfindet, ob eine aggregierte Menge
(eine Statistik), die auf den Daten basiert, alle relevanten Informationen über den Parameter erfasst
von Interesse, die wir zu schätzen versuchen. Eine solche Größe wird als hinreichende Statistik bezeichnet.
In Abschnitt 1.3 entwickeln wir eine alternative Methode zur Schätzung der interessierenden Parameter: die
Maximum-Likelihood-Methode. Auf einer hohen Ebene zielt diese Methode darauf ab, eine Schätzung von
den interessierenden Parameter, indem wir die Wahrscheinlichkeit der Beobachtung der gegebenen Daten maximieren. Wie eine der am häufigsten verwendeten Funktionen in der Statistik, die Likelihood-Funktion, zu untersuchen, und wie dies die Strategie zur Ermittlung der Punktschätzung quantifiziert.
Im nächsten Abschnitt stellen wir die allgemeine Idee der gewöhnlichen kleinsten Quadrate vor. Sie können
haben gesehen, wie diese Methode auf eine einfache Regression angewendet wird. Der Vorteil dieser Methode gegenüber Maximum Likelihood ist, dass wir nichts über die Verteilung wissen müssen, die
die gegebenen Daten erzeugt hat. Stattdessen müssen wir nur die funktionale oder Modellabhängigkeit kennen.
In Abschnitt 1.5 schließlich werden zwei gängige Verfahren zur Wiederholungsstichprobe untersucht: der Bootstrap und das Klappmesser. Obwohl ihre Anwendung sehr umfangreich ist, konzentrieren wir uns darauf, wie man die gegebenen Daten auf verschiedene Weise, um Schätzungen für die interessierenden Parameter zu erhalten, ohne die Kenntnis der zugrunde liegenden Verteilung. Die beiden Vorteile, die sich aus der Verwendung dieser Techniken ist, dass sie (i) bei kleinen Stichprobengrößen recht gut funktionieren, bei denen die zentrale Grenze Theorem möglicherweise nicht anwendbar ist, und (ii) sie liefert Schätzungen der mit den Schätzungen verbundenen Unsicherheiten. Zusammenfassend wird diese Einheit eine Vielzahl von Möglichkeiten aufzeigen, wie Sie Stichprobendaten verwenden können um Punktschätzungen (einzelne Zahlen) von unbekannten Größen zu berechnen, die die Daten.

1.1 Methode der Momente
Die Methode der Momente ist eine der einfachsten Techniken zur Ableitung von Punktschätzern.
Wie der Name schon sagt, geht es dabei um die Momente einer Zufallsvariablen. X sei eine Zufallsvariable
Variable; ihr erstes Moment ist nur ihr Erwartungswert μ = μ 1 = E X . Sein zweites Moment
ist der Erwartungswert seines Quadrats μ 2 = E X2 . Im Allgemeinen ist das k-te Moment gegeben durch
XXX	Comment by Johnson, Lila: Alleinstehende Formeln werden mit XXX (alt. Xxx) bezeichnet. Diese wurden nicht in die Word-Dokument eingefügt wegen der Formatierung. Diese sind auch gelb markiert.
Beginnen wir mit dem ersten Moment und ersetzen den Erwartungswert E durch den Durchschnitt wie folgt.
Man nehme n Kopien der Zufallsvariablen X und bezeichne diese Kopien mit X1,X2, ...,Xn.
Das (erste) Stichprobenmoment ist dann
XXX
Diese Gleichung ist ein Schätzer des ersten Moments. Ein Schätzer ist eine Zufallsvariable, die
zielt darauf ab, einen unbekannten, aber nicht zufälligen Parameter zu schätzen. Wenn wir n Realisierungen beobachtet haben
von X, einer Zufallsstichprobe, gegeben durch x1, x2, ..., xn, dann können wir die Schätzung von
das erste Moment auf der Grundlage dieser Daten, indem jedes Xi durch xi ersetzt wird, um die folgende Gleichung zu erhalten:
XXX
Es ist zu beachten, dass der Schätzer m 1 eine Zufallsvariable ist, während die Schätzung m 1 nicht zufällig ist.
Wir können analoge Gleichungen für die Schätzer und Schätzungen von höheren
Momente. Der Schätzer für das k-te Moment der Stichprobe lautet
XXX
und die entsprechende Schätzung auf der Grundlage der beobachteten Daten lautet
XXX

Beispiel 1.1.1
Berechnen Sie die ersten und zweiten Stichprobenmomente der in der Tabelle dargestellten Beobachtungsdaten
unten.
Tabelle 1: Beispieldaten für Beispiel 1.1.1	Comment by Johnson, Lila: Titeln von Tabellen und Grafiken sind mit blau markiert. Die eigentliche Tabellen und Grafiken müssen großteils doch nicht übersetzt werden.
XXX
Lösung
Mit diesen Daten werden wir Gleichungen für m 1 und m k verwenden. Das erste Stichprobenmoment ist
xxx
Das zweite Stichprobenmoment ist
xxx
Eine der Hauptaufgaben in diesem Abschnitt besteht darin, einen oder mehrere Parameter einer Verteilung zu schätzen.
Wir müssen einen Weg finden, um die unbekannten Parameter mit einem oder mehreren Momenten zu verknüpfen.
Danach können wir die Stichprobenmomente verwenden, um den oder die unbekannten Parameter zu schätzen. Beginnen wir zu diesem Zweck mit einem einfachen Beispiel.

Beispiel 1.1.2
X1,X2, ...,Xn seien eine Zufallsstichprobe (unabhängige Variablen) aus der Gleichverteilung
U 0, θ , wobei θ unbekannt ist. Verwenden Sie die Methode der Momente, um einen Schätzer für θ zu finden.
Verwenden Sie anschließend die unten angegebenen Daten, um θ mit dem gefundenen Schätzer zu schätzen.
Tabelle 2: Beispieldaten für Beispiel 1.1.2
xxx
Lösung
Es sei daran erinnert, dass für X U a, b das erste Moment μ 1 = E X = a + b ist
2 . In diesem Fall haben wir
μ 1 = θ2 und das Ersetzen von μ 1 m 1 ergibt θ = 2m. Der Schätzer, den wir erhalten, ist daher
xxx
Anhand der beobachteten Daten können wir die Schätzung wie folgt berechnen
xxx
Wir wollen die Leistung der Methode der Momente für verschiedene Schätzer untersuchen
Stichprobengrößen:
10, 100, 1, 000, 10, 000, 100, 000
Wir simulieren 100 Stichproben aus U 0, 5 entsprechen jeder dieser Stichproben und berechnen
die Momentenmethode-Schätzung für θ aus Beispiel 1.1.2. Erkunden Sie die folgende Abbildung
und beachten Sie die Variation der Schätzungen für verschiedene Stichprobengrößen. In der ersten Grafik ist jede
Punkt ist eine Momentenmethode-Schätzung für θ, wobei der Wert dieser Schätzung auf der Senkrechten
Achse und die Größe der zur Schätzung verwendeten Stichprobe auf der horizontalen Achse. Die verschiedenen Stichproben
Größen sind farblich kodiert. Beachten Sie, wie die Punkte für N = 10 gestreut sind, weniger gestreut für
N = 100, und schließlich, wenn N erhöht wird, gruppieren sich die 100 Schätzungen sehr eng um
den wahren Wert von 5.
Im mittleren Diagramm sind die Histogramme dieser Punkte dargestellt. Der Wert der Schätzung liegt auf der
auf der horizontalen Achse und die Häufigkeit der Bins auf der vertikalen Achse. Beachten Sie, dass Werte weit
aus dem Zentrum sind bei größeren Werten von N weniger wahrscheinlich, und die Form der Verteilung ist
symmetrisch und ähnelt der Gaußschen Verteilung.
In der abschließenden Darstellung berechnen wir die Stichprobenvarianz jeder der 100 Schätzungen aus jeder
der Stichprobengrößen. Mit anderen Worten: Jeder Punkt entspricht der Stichprobenvarianz von 100
Schätzungen von θ, wobei die vertikale Achse die Werte der Stichprobenvarianz und die
horizontale Achse, die die Anzahl der Punkte angibt, die für jede der 100 Schätzungen verwendet wurden.
Wie Sie sehen können, ist die Stichprobenvarianz klein, wenn N groß ist, was die Clusterbildung bestätigt
Verhalten, das wir in den beiden obigen Diagrammen beobachtet haben.

Abbildung 1: Momentenmethode-Schätzungen für θ aus U 0, θ . Wahres θ = 5 (Streudiagramm von
Einschätzungen)

Abbildung 2: Momentenmethode-Schätzungen für θ aus U 0, θ . Wahres θ = 5 (Histogramme von
Einschätzungen)

Abbildung 3: Momentenmethode-Schätzungen für θ aus U 0, θ . Wahr θ = 5 (Varianz von
Einschätzungen)

Das nächste Beispiel ist die geometrische Verteilung. Erinnern Sie sich, dass die geometrische Verteilung
modelliert die Anzahl der Fehlschläge, bevor der erste Erfolg eintritt. Wenn X Geometrisch p ist, dann ist seine
Erwartung ist E X = 1 - p
p .

Beispiel 1.1.3
X1,X2, ...,Xn seien iid von Geometric p . Finden Sie den Momentenschätzer für p.
Verwenden Sie die nachstehenden Daten, um den Schätzwert für p zu ermitteln. Erinnern Sie sich, dass iid für "unabhängig und
identisch verteilt"
Tabelle 3: Beispieldaten für Beispiel 1.1.3
xxx
Lösung
Wie oben ausgeführt, ist E X = 1 - p
p für X Geometrisch p . Somit ist der Stichprobenmomentschätzer
gibt
xxx
Unter Verwendung der gegebenen Daten ist die Schätzung für p gegeben durch
xxx
Ähnlich wie bei der Simulation für Beispiel 1.1.2 simulieren wir Sätze von 100 Proben mit verschiedenen
Stichprobenumfänge und Berechnung der Schätzungen nach der Methode der Augenblicke aus Beispiel 1.1.3. Untersuchen Sie
die nachstehende Abbildung und beachten Sie die Merkmale der Methode der Momentschätzungen für verschiedene
Stichprobengrößen.

Abbildung 4: Momentenmethode-Schätzungen für θ aus geometrischem p . Wahres p = 0,4(Streuung
Plot der Schätzungen)

Abbildung 5: Momentenmethode-Schätzungen für θ aus geometrischem p . Wahres p = 0,4
(Histogramme von Schätzungen)

Abbildung 6: Momentenmethode-Schätzungen für θ aus geometrischem p . Wahres p = 0,4 (Varianz
von Schätzungen)

In allen bisher besprochenen Beispielen war das erste Moment ausreichend, um einen Schätzer zu erhalten
für den unbekannten Parameter. Wir besprechen nun ein Beispiel, bei dem wir den zweiten Parameter verwenden müssen
Moment. Erinnern Sie sich, dass die Varianz einer Zufallsvariablen ist
V X = E X - E X = E X2 - E X 2. Wenn X einer Gaußschen Verteilung folgt, X N μ, σ ,
dann ist E X = μ und V X = σ2.

Beispiel 1.1.4
Sei X1, . . . ,Xn seien iid aus N 0, σ . Finden Sie den Momentenschätzer für σ2.
Lösung
Da μ = 0 ist, haben wir σ2 = E X2 ; daher ist der Momentenschätzer für σ
Xxx

Beispiel 1.1.5
Seien X1, ...,Xn iid aus N μ, σ mit unbekanntem μ und unbekanntem σ. Finden Sie die Methode der
Momentenschätzer für μ und σ.
Lösung
Wir wissen, dass für X N μ, σ , E X = μ, und V X = σ2. Daher ist die Methode der
Momentenschätzer sind gegeben durchUnverzerrter Schätzer
Ein Schätzer ist dann und nur dann unvoreingenommen, wenn seine
der erwartete Wert mit dem Zielparameter übereinstimmt.

xxx

Unvoreingenommenheit
Punktschätzungen bieten nicht nur die Möglichkeit, unbekannte Parameter zu schätzen, sondern haben auch bestimmte
Eigenschaften, anhand derer wir ihre Qualität bewerten. Eine der Dimensionen, entlang derer
bewerten wir einen Punktschätzer danach, ob er unvoreingenommen ist. Der Schätzer für θ in U 0, θ
aus Beispiel 1.1.2 war gegeben durch
xxx
Der Erwartungswert dieses Schätzers ist
xxx
Daher ist dieser Schätzer unverzerrt.

Beispiel 1.1.6
Zeigen Sie, dass der Schätzer für μ aus Beispiel 1.1.5 unverzerrt ist.
Lösung
Auch hier brauchen wir nur den Erwartungswert des Schätzers zu berechnen
xxx
Daher ist der Schätzer unverzerrt.
Die Statistik 1nSchätzer für den Stichprobenmittelwert
Diese Zufallsvariable schätzt den Mittelwert der Verteilung, aus der eine Stichprobe gezogen wird, indem der Quotient zwischen der Summe der Variablen und dem Stichprobenumfang berechnet wird.

Σ
i = 1
n
Xi kommt häufig vor. Diese Statistik wird als Schätzer für den Stichprobenmittelwert bezeichnet
und wird mit X oder Xn bezeichnet. Die letztere Schreibweise wird verwendet, um explizit die
Umfang der Stichprobe. Kurz gesagt, wir haben definiert
xxx
Zusammenfassend haben wir gesehen, dass X ein unverzerrter Schätzer für μ für die Gaußsche Verteilung ist.
Einige Schätzer, die auf der Methode der Momente beruhen, sind unverzerrt, andere nicht.
Bevor wir ein Beispiel für einen voreingenommenen Schätzer geben, müssen wir einige Vorbemerkungen machen
ergibt sich aus der Wahrscheinlichkeitsrechnung.
Die Varianz einer Summe von unabhängigen Zufallsvariablen ist die Summe der Varianzen
V X1 + ⋯Xn = V X1 + ⋯ + V Xn . Auch die Varianz der nicht zufälligen Vielfachen eines zufälligen
ist das Quadrat des Vielfachen der Varianz der Zufallsvariablen
V c . X = c2V X . Anhand dieser beiden Fakten können wir die Varianz von Xn berechnen.
Xxx
Erinnern Sie sich nun daran, dass V[X] = E[X2] - E[X]2. Daher ist E[X2] = V[X] + E[X]2. Verwenden Sie diese Tatsache,
wird das zweite Moment von X wie folgt berechnet
xxx

Beispiel 1.1.7
Zeigen Sie, dass der Schätzer für σ2 aus Beispiel 1.1.5 verzerrt ist.
Lösung
Wir werden den Erwartungswert von σ2 berechnen:
Xxx
Wir haben festgestellt, dass der Schätzer verzerrt ist.
Der Faktor n - 1
n ist der Grund für die Verzerrung des Schätzers. Wenn wir also den Schätzer multiplizieren
nVarianz der Stichprobe
Diese Zufallsvariable dient als Schätzer für die Varianz einer Verteilung, aus der eine Stichprobe gezogen wird.

n - 1 , ist der resultierende Schätzer unverzerrt:
xxx
Dieser unverzerrte Schätzer, Sn2 für σ2, wird als Stichprobenvarianz bezeichnet. In der Tat ist der Schätzer Xn
und Sn2 sind unverzerrte Schätzer des Mittelwerts bzw. der Varianz der Grundgesamtheit,
ob die Verteilung gaußförmig ist oder nicht.
