
Is het Olympisch zwembad van Peking instabiel?

Het zwembad dat gebouwd is voor de Olympische Spelen van Peking is van een uitzonderlijke schoonheid, vooral 's avonds wanneer het verlicht is en het oogt als een doorzichtige doos vol bellen. De ontwerpers, van het bedrijf Arup, waren erop gebrand de sfeer te vangen van de watersporten die binnen bedreven worden, maar wilden het gebouw tevens een natuurlijke, organische uitstraling geven.
Ze begonnen met het bekijken van vormen om een wand mee te betegelen, zoals vierkanten, gelijkzijdige driehoeken of zeshoeken, maar kwamen tot de conclusie dat die allemaal te regelmatig waren en niet de organisch ogende eigenschap bezaten waar ze naar op zoek waren. Ze onderzochten daarop andere manieren waarop de natuur dingen samenpakt, zoals kristallen of celstructuren in plantenweefsel. Bij al deze structuren zijn er voorbeelden te vinden van het soort vormen waarvan Archimedes ontdekte dat er hele goede voetballen mee te maken zijn, maar bij Arup was men vooral gecharmeerd van de vormen die ontstaan door een berg samengepakte bellen die samen schuim vormen.
In aanmerking genomen dat het tot 1884 heeft geduurd om te bewijzen dat de bol de meest efficiënte vorm voor één bel is, komt het niet als een verrassing dat het aan elkaar plakken van meerdere bellen tot schuim enkele lastige vragen opwerpt waarmee wiskundigen tot op de dag van vandaag nog worstelen. Als je twee bellen hebt die hetzelfde volume aan lucht bevatten, welke vorm krijgen ze dan wanneer ze samengaan? De regel is dat bellen lui zijn en vormen met de minste energie opzoeken. Energie is evenredig met oppervlakte, dus proberen ze een vorm te maken waarbij de oppervlakte van het zeepvlies minimaal is. Omdat twee gecombineerde bellen een grensvlak hebben, kunnen ze een vorm met een kleiner buitenoppervlak creëren dan twee bellen die elkaar alleen maar aanraken.
Als je bellen blaast en twee bellen van hetzelfde volume samensmelten, dan ziet de combinatie er als volgt uit:

[figuur 2.09]

De twee gedeeltelijke bollen overlappen elkaar onder een hoek van 120° en zijn gescheiden door een vlakke wand. Dit is duidelijk een stabiele toestand; als dit niet zo was, zou de natuur de bellen niet zo laten blijven. De vraag is echter of er een andere vorm zou kunnen zijn die een nog kleiner buitenoppervlak en daardoor minder energie heeft, en dus nog efficiënter is. Misschien zou er een klein beetje energie in de bellen gestopt moeten worden om ze uit hun huidige stabiele toestand te halen, maar mogelijk is er een toestand met nog lagere energie die de twee bellen kunnen aannemen. Zo kunnen de twee samengesmolten bellen mogelijk worden overtroffen door een of andere vreemde configuratie met minder energie, waarbij de ene bel de vorm aanneemt van een donut die de andere bel omsluit en deze zo in de vorm van een pelpinda drukt (figuur 2.10).
[figuur 2.10]

Het eerste bewijs dat de versmolten bellen niet konden worden overtroffen, werd gepubliceerd in 1995. Hoewel wiskundigen niet graag hun toevlucht zoeken tot de computer, omdat dat ingaat tegen hun gevoel voor elegantie en schoonheid, hadden ze die wel nodig om de talloze numerieke berekeningen in het bewijs te controleren.
Vijf jaar later werd een 'pen-en-papier'-bewijs van het dubbele-bellenvermoeden aangekondigd. Hierin werd zelfs een nog algemener vermoeden bewezen: als twee bellen ongelijke volumes omvatten maar de ene bel kleiner is dan de andere, smelten de bellen zodanig samen dat de wand tussen de bellen niet langer vlak is maar zich kromt binnen de grote bel. De wand maakt deel uit van een derde bol en snijdt de twee bolvormige bellen zodanig dat de zeepvliezen onderling een hoek van 120° maken (figuur 2.11 en 2.12).
[figuur 2.11 en 2.12]

Deze 120°-eigenschap blijkt zelfs een algemene wetmatigheid te zijn voor de manier waarop zeepbellen samensmelten. Dit werd voor het eerst ontdekt door de Belgische wetenschapper Joseph Plateau, geboren in 1801. Eigenlijk hield hij zich bezig met onderzoek naar het effect van licht op het oog, maar op zijn veertigste blind werd hij blind nadat hij een halve minuut lang recht in de zon had gekeken. Daarna schakelde hij met hulp van familie en collega's over op het onderzoeken van de vorm van bellen.
Plateau begon met het onderdompelen van draadframes in zeepbellenmengsels en het onderzoeken van de verschillende vormen die verschenen. Om een voorbeeld te geven: wanneer je een draadframe in de vorm van een kubus onderdompelt in het mengsel, krijg je dertien wanden die in het midden in een vierkant samenkomen (figuur 2.13).
[figuur 2.13]

Alleen is het niet precies een vierkant: de zijden puilen uit naar buiten. In de loop van Plateaus onderzoekingen naar de verschillende vormen die in allerlei draadframes verschenen, begon hij een reeks wetten op te stellen over hoe zeepbellen zich met elkaar verbinden.
De eerste wet was dat zeepvliezen elkaar altijd in drietallen raken met onderlinge hoeken van 120°. Ter ere van Plateau wordt de rand die door deze wanden wordt gevormd, de Plateau-grens genoemd. De tweede wet had te maken met de manier waarop deze grenzen elkaar snijden. Plateau-grenzen snijden elkaar in viertallen onder onderlinge hoeken van circa 109,47° (om precies te zijn arccos (-1/3)). Als je een tetraëder neemt, en vanaf de vier hoekpunten lijnen naar het middelpunt trekt, krijg je de configuratie van de vier Plateau-grenzen in schuim (figuur 2.14). Dus raken ook de randen van het uitpuilende vierkant in het midden van de kubus elkaar onder 109,47°. Iedere zeepbel die de wetten van Plateau niet volgde, werd als instabiel beschouwd en zou als gevolg hiervan instorten tot een stabiele configuratie die wel aan deze wetten voldeed. Pas in 1976 werd door Jean Taylor uiteindelijk bewezen dat de vorm van bellen in schuim moest voldoen aan de wetten zoals geformuleerd door Plateau. Haar werk beschrijft hoe de zeepbellen zijn verbonden, maar hoe zit het met de feitelijke vormen van de zeepbellen in schuim? Omdat bellen lui zijn, moet het antwoord worden gevonden door te zoeken naar vormen die een zekere hoeveelheid lucht in elke vorm in het schuim bevatten, terwijl de grootte van het buitenoppervlak van het zeepvlies wordt geminimaliseerd.
[figuur 2.14]

De oplossing voor dit probleem is in twee dimensies al uitgewerkt door de honingbijen. De reden dat ze hun bijenkorven opbouwen met behulp van zeshoeken is dat hierbij de minimale hoeveelheid was wordt gebruikt om in elke cel een vaste hoeveelheid honing op te bergen. Toch zorgde ook hier een nog maar zeer recente doorbraak voor de bevestiging van het honingraattheorema: er is geen andere tweedimensionale structuur die het qua efficiëntie van de hexagonale honingraat kan winnen.
Als we overgaan op driedimensionale structuren liggen de zaken minder duidelijk. In 1887 opperde de beroemde Britse natuurkundige Lord Kelvin dat een van de voetballen van Archimedes de sleutel was tot het minimaliseren van het buitenoppervlak van de bellen. Volgens hem was, net zoals de zeshoek de bouwsteen is voor de efficiënte bijenkorf, de afgeknotte octaëder (een vorm die gemaakt wordt door van een standaard octaëder de zes hoeken af te snijden) de sleutel tot het maken van schuim:
[figuur 2.15]
De wetten die Plateau ontwikkelde voor hoe zeepbellen in schuim met elkaar in contact komen, laten echter zien dat de randen en de zijden niet vlak zijn, maar gekromd. Zo staan de randen van een vierkant onder een hoek van 90°, maar op grond van de tweede wet van Plateau is dat niet toegestaan. In plaats daarvan puilen de zijden van het vierkant, net zoals in het kubische draadframe, uit naar buiten, zodanig dat de twee zeepvliezen elkaar raken onder de vereiste 109,47°.



























